Der eindimensionale Potenzialtopf und der
Tunneleffekt in der Schule

Horst Hiibel
Vortrag auf der Seminarlehrertagung Physik Dillingen 2008

I Lehrplaniibersicht zum bayerischen Lehrplan fir die 12. Jahrgangsstufe

Der bayerische Lehrplan ist erfreulicherweise im Zusammenhang mit der Schrodin-
ger-Gleichung sehr zuriickhaltend und verlangt kein allzu intensives Eindringen in
das Thema.

Zitate:

Analog zu den Newton’schen Gesetzen, die als Axiome der klassischen Mechanik betrachtet wer-
den konnen, liefert die Schrodingergleichung, die nur in ihrer zeitunabhingigen, eindimensionalen
Form betrachtet wird, den Schliissel zur Losung quantenmechanischer Probleme.

Bei der graphischen Darstellung von Losungen der Schrodingergleichung fiir weitere einfache
quantenmechanische Systeme konnen die Schiiler Computerprogramme verwenden.

Elektron im Potentialtopf mit unendlich hohen Wiénden, stehende Wellen und
Aufenthaltswahrscheinlichkeiten, diskrete Energiewerte

(1)Hinweis auf die zeitunabhéngige, eindimensionale Schrodingergleichung als
quantenphysikalische Grundgleichung

(2)Interpretation der graphischen Losungen der Schrodingergleichung fiir den endlich
hohen Potentialtopf, Hinweis auf den Tunneleffekt

(1)ist m.E. nicht so zu interpretieren, dass die SG direkt alle Losungen liefern wiirde. Man kann
allerdings alle Losungen der zeitabhdngigen Schrodingergleichung aus Losungen der
zeitunabhdngigen SG aufbauen (,,Vollstandigkeit™ der zSG). Diese sind dann i.A. komplexwertig
und zeigen wegen ihrer Zeitabhéngigkeit u.U. vollig andere Eigenschaften als die Losungen der
zeitunabhéngigen SG (zuSG).

II Zur Physik der SG:
I1I.1 Was ist das — eingeschriankte — Ziel einer Untersuchung durch die
»zeitunabhingigen SG*“?

Dessen sollte sich der Lehrer m.E. bewusst sein, damit er seine Schiiler nicht zum Wundern tiber
Fakten bringt, die er selbst bei der Fragestellung hineingesteckt hat.

Also, wir wollen davon ausgehen, dass das Losungssystem der zeitabhingigen SG vollstdndig ist,
d.h. dass sie fiir alle quantenmechanischen Fragestellungen des zustidndigen Problemkreises
Losungen liefert. Sie lautet dann fiir die Wellenfunktion y(x,t):

ithy® = H y(xt),



wobei H der Energieoperator (Hamiltonoperator) ist. Diese Gleichung ist mit der Anfangsbedingung
und den Randbedingungen zu l6sen.

Zur zeitunabhéngigen SG (zuSG) kommt man nun durch folgende — in gewisser Weise willkiirliche
- Entscheidung:

Wir wollen aus der Vielzahl der moglichen Lésungen nur diejenigen studieren,

e die zu Teilchenzustinden gehoren, also zu Zustinden mit einer bestimmten Teilchenzahl,
sagen wir mit der Teilchenzahl 1 (Einteilchen-Zusténde); das lieBe sich leicht fiir andere
be-stimmte Teilchenzahlen erweitern; Zustinde mit un-be-stimmter Teilchenzahl im evtl.
Zustandigkeitsbereich der SG spielen experimentell erst seit wenigen Jahrzehnten eine
Rolle.

e bei denen eine wiederholte Energiemessungen (am jeweils gleich priparierten System)
immer den gleichen Energiewert E liefern.

In der Sprache der Quantenmechanik hei3t das also, dass ausschlief3lich stationiire Zustinde v
gesucht werden, die zu einem Eigenwert E des Energieoperators fiir bestimmte Teilchenzahlen
filhren. Diese Gesamtenergie E ist dann Eigenschaft des Systems in solchen Zustédnden.

Diese Messvorginge werden in der Quantenmechanik so ausgedriickt:
Hy=Evy

wobei eben E einer der vielen Eigenwerte von H ist. Also, wenn eine (ideale) Energiemessung
durchgefiihrt wird (H v), dann wird der Zustand y nicht verdndert und es ergibt sich ein eindeutiger
Messwert E (rechte Seite: E y). Nur solche Zustdnde y werden gesucht! E ist die Gesamtenergie,
die in solchen Zustinden be-stimmt ist.

Es gibt andere Zustdnde vy (y = Z c; y; ), fiir die die Energiemessung eine Linearkombination von
Energieeigenzustdnden mit unterschiedlichen Energien liefert. Solche Zustinde sollen aus-
geschlossen sein:

H W:ZEiCi\Vi .

Das gilt dann, wenn y = X ¢; y; , wenn also y eine Linearkombination von Energieeigenzustinden
ist. In solchen Zusténden ist die Gesamtenergie E nicht Eigenschaft des Systems (die
Gesamtenergie ist un-be-stimmt): Jede Messung an gleich priparierten Systemen liefert i.A. einen
anderen der unterschiedlichen Werte E;.

I1.2 Das Ziel (zuSG) bestimmt die Eigenschaften der Losung

Die Beschrinkung auf stationiire Zustinde hat sofort eine wichtige physikalische Konsequenz:

Kinetische Energie und potenzielle Energie sind in solchen stationdren Zustdnden un-be-stimmt.

Weil E und E.i, etc. nicht gleichzeitig messbar sind, gibt es eine Heisenberg'sche Un-be-
stimmtheitsrelation fiir E und Eii, bzw. E und E, bzw. Eii, und E,o: E und eine der anderen
Energien konnen nicht gleichzeitig Eigenschaften des Systems sein!

Wenn Sie von der Gesamtenergie E sprechen — die in den gesuchten Zustinden be-stimmt ist
— hat es keinen Sinn von Kinetischer Energie oder potentieller Energie zu sprechen!

Natiirlich kann auch in solchen Systemen die kinetische Energie oder die potenzielle Energie
gemessen werden. Wurde das System vor einer solchen Messung immer wieder in denselben
stationdren Zustand mit der Gesamtenergie E pripariert, dann werden wiederholte Messungen
streuende Werte fiir Eii, und E, liefern: Indiz dafiir, dass diese Energien vor der Messung nicht
Eigenschaften des Systems waren (Prof. Wiesner wiirde das wohl so ausdriicken: Ei, und E, sind



nur dynamische Eigenschaften des Systems).

Wellenpaket im Potenzialtopf ~ Andererseits: Jede solche Energie ist nach ihrer Messung sicher

lf S Eigenschaft des Systems, aber dann ist das System i.A. nicht mehr
o » . in einem stationdren Zustand und die Gesamtenergie E hat keinen
P 7 % physikalischen Sinn mehr.
g o K Diese Kenntnis scheint mir wesentlich fiir ein Verstidndnis dessen
s " zu sein, was man tut, wenn man die zeitunabhéngige SG 16st:
o IF 5 o o
" Es geht ausschliellich um stationdire Lésungen; alle aus der
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3 klassischen Physik iibernommenen Vorstellungen wie von
Abb. 1 Auch das ist eine Wellenfunkti- der Bewegung des Teilchens (im Zusammenhang mit E,;,)
on fiir einen Zustand im eindimensio- ~ 0der seinem Aufenthalt an einem bestimmten Ort (im
nalen Potenzialkasten. Es handelt sich ~ Zusammenhang mit E,,) sind in solchen Zustinden reine

aber nicht um einen stationdren Zu- Fantasie und nicht Gegenstand der Physik.
stand. Im ndéchsten Augenblick wird

die Wellenfunktion auch komplexwer- . . .. .
tig werden. Messungen der Gesami- Andererseits: Es geht bei solchen Zustinden um die Konkurrenz

energie E wiirden streuende Messwer- ZWeier ,Klassisch denkbarer Moglichkeiten, zwischen denen
te liefern. nicht unterschieden wird*:

e Bewegung eines (klassischen) Teilchens nach rechts und
e Bewegung eines (klassischen) Teilchens nach links.

Die Folge muss Interferenz sein, die sich in variierenden Wahrscheinlichkeiten duflern muss
(Interferenz ist, wie es Kiiblbeck und Miiller formulierten, die Folge einer Konkurrenz nicht
unterschiedener klassisch denkbarer Moglichkeiten). Hier geht es also wieder einmal nicht um die

Interferenz von ,,etwas®, sondern um die ,,Interferenz von Mdoglichkeiten. Wie die erfolgt, lehrt u.a.
die Mathematik der SG.

I1.3 Jetzt zur Mathematik der zeitunabhangigen SG (zuSG):

Wegen der Messvorschrift H w = E y lautet die SG also fiir solche stationdren Zustdnde ihy* =
E v und sie wird erfiillt vom Losungsansatz y = yo(x) €'" | durch den die Zeitabhingigkeit
absepariert wird. Dann gilt also auch

H yo(x) = E yo(x)

Das ist die zeitunabhingige SG (zuSG) fiir den Ortsanteil yy(x) der Wellenfunktion, und nur sie
soll im Unterricht behandelt werden. Als Lehrer miissen wir mit dazu denken, ohne es zu sagen,
dass sie eben nur fiir die ausgewéhlten stationdren Zusténde gilt. Nur diese yo(x) konnen (miissen
es aber nicht) reell sein; Die Wellenfunktion y(x,t) = yo(x) €®'" selbst wird, auBer evtl. fiir
bestimmte Zeitpunkte immer komplexwertig sein. Indiz dafiir, dass es sich nicht um eine messbare
(‘reale") GroBe handelt, sondern um eine Rechengrdfe, deren ausschlieSliche Aufgabe darin besteht:

e cxperimentell tiberpriitbare Wahrscheinlichkeitsaussagen iiber den zukiinftigen Ausgang von
Messungen zu machen.

Wie Zeilinger sagte: ,,Diese Wellen existieren nur in den K&pfen der Physiker.* Ich mochte
hinzufiigen: ,,und es ist physikalisch sinnlos von einer Ausbreitung solcher Wellen im uns
umgebenden Raum, dem so genannten Anschauungsraum, zu sprechen.

I1.4 Wellen im Konfigurationsraum

Die Losungen der zeitabhéngigen SG (zSG) sind Wellen (nicht aber die der zeitunabhingigen
zuSG@G), eben die Wellenfunktionen, aber das sind keine Wellen im Anschauungsraum, sondern in



einem abstrakten Konfigurationsraum. Im Falle eines Teilchens konnte das ein dreidimensionaler
Impulsraum sein, oder auch ein dreidimensionaler Ortsraum. Die Ortskoordinate x ist dabei keine
Koordinate des Teilchens (weder eines lokalisierten noch eines angeblich ,,verschmierten* Teil-
chens), sondern ausschlieflich die Koordinate des Orts, an dem eine Messung an dem Teilchen vor-
genommen werden soll, fiir den y(x) dann eine Wahrscheinlichkeitsaussage fiir den Ausgang der
Messung liefern soll. Oder, bei Wellen im Impulsraum: Die Impulskoordinate p ist dabei nicht eine
Impuls-Koordinate des Teilchens, sondern ausschlieBlich die Impulskoordinate, die an dem Teil-
chen gemessen werden soll, fiir die y(p) dann eine Wahrscheinlichkeitsaussage fiir den Ausgang der
Messung liefern soll.

Im Falle von zwei Teilchen beschreibt y eine Welle in einem 6-dimensionalen Raum (der Konfigu-
rationsraum fiir diese Welle ist dann ebenso wie die SG 6-dimensional), also y(X;,X,) mit den Koor-
dinaten von x; und X, fiir die Orte, an denen Messungen an den Teilchen 1 und 2 vorgenommen
werden sollen.

So wire - zumindest hypothetisch - auch fiir den Schiiler erkennbar: Das ist sicher kein anschauli-
cher Raum, in dem sich diese Wellen ausbreiten sollen.

I1.5 Bei stationiren Zustinden gibt es keine Bewegung im Anschauungsraum

Lost man also die zeitunabhingige SG fiir den Fall eines eindimensionalen unendlich hohen Poten-
zialkasten, darf man nicht spekulieren, dass hier irgendetwas hin und her laufen konnte: weder ein
Teilchen, noch eine Welle. Eine Bewegung kann hier nicht Gegenstand der Physik sein; weder po-
tenzielle noch kinetische Energie haben einen Sinn fiir solche Zustdnde. Und diese Wellen gibt es,
wie gesagt, ,,nur in den Kopfen der Physiker*.

Eine ganz andere Frage ist, wie sich die Mathematik der Losung (nicht ihre Physik) evtl. veran-
schaulichen ldsst. In diesem Zusammenhang sprechen dann manche - sogar mit einem gewissen
Recht - von ,,stehenden Wellen®.

III Was davon konnte im Unterricht gebracht werden?

Generell bitte: moglichst wenig!
I11.1 Bitte versuchen Sie nicht, die SG im Unterricht herzuleiten!

Ein Vorschlag, die zuSG in der Schule herzuleiten, geht von ebenen (deBroglie-)Wellen aus. y(x,t)
= A.e™~B" also Eigenzustinden des Impulsoperators (in der Schule wiirde dann statt der
Exponentialfunktion ein Sinus angesetzt werden).

Wendet man p*/2m darauf an, reproduziert sich y(x) :
V'(x) = ip/h y(x) und y“(x) =-p¥h*y(x) und mit
E y(x) = p*/2m y(x)

Die Ortsableitung ist bis auf Faktoren identifiziert als Impulsoperator und die zweite Ortsableitung
(angewandt auf y : y*“(x)) bis auf einen Faktor als Operator der kinetischen Energie. Deswegen
gilt also auch

E y(x) = p?2m y(x) = - i*2m y“(x) oder y“(x)=-2m/h*E y(x)
Im Falle eines freien Teilchens wire das die kinetische Energie, aber auch die Gesamtenergie. Dann

wird — filschlicherweise — gesagt: Wenn man ein Teilchen in einem Potenzial hat, unterscheidet
sich die kinetische Energie von der Gesamtenergie E um die potenzielle Energie V(x) , also



Vvx)=-K[E-V(x)]y(x) K=2m/h?

Das ist in der Tat die Form der zuSG.

Fiir konstantes V(x) mit E > V ist das von der Struktur der Schwingungsgleichung (,,Schwingung*
im Ort). Man kann in Spezialfallen erwarten, dass die Gleichung &hnlich gel6st wird wie diese, und
sollte Sinusse und Cosinusse liefern. Fiir konstantes V(x) mit E <V kann man entsprechend
exponentielles Verhalten erwarten. (Wellen kann sie wegen der fehlenden Zeitabhidngigkeit nicht
liefern.)

I11.2 Diese ,,Herleitung* ist nicht sinnvoll, weil sie der Physik widerspricht

Obwohl formal die ,,Herleitung® zum richtigen Ergebnis fiihrt, verzerrt sie doch m.E. die
physikalische Wirklichkeit: Fiir die gesuchten stationdren Zustdnde gibt es eine Gesamtenergie E,
aber weder potenzielle noch kinetische Energie. Das V(x) in der zuSG ist keineswegs die
potenzielle Energie, sondern nur eine formale Potenzialfunktion, die die gleiche mathematische
Gestalt hat wie die potenzielle Energie beim entsprechenden klassischen Problem fiir ein klassisches
Teilchen am Ort x (in der QM spricht man vom multiplikativen Operator der potenziellen Energie).

Wiirden Sie es schaffen, den Schiilern klarzumachen,

e dass V(x) zwar aussieht wie die klassische potenzielle Energie, aber keinesfalls eine solche ist,
weil die Teilchen im Potenzialkasten in einem stationdren Zustand zwar eine Gesamtenergie E
haben, aber auf keinen Fall eine potenzielle Energie?

e dass es zwar in solchen Zustéinden keine kinetische Energie gibt, dass Sie aber dennoch eine
solche mittels des scheinbar giiltigen Energieerhaltungssatzes E = Eiin + Epot (Exin = E - Epo) In
Rechnung gesetzt haben? Oder wiirden die Schiiler nicht doch weiterhin annehmen, dass
potenzielle und kinetische Energie hier doch irgendwie eine Rolle spielen und dann damit —
falsch — argumentieren?

Wenn schon, dann pladiere ich dafiir, die zuSG kommentarlos anzuschreiben und mitzuteilen,

e dass V(x) die Potenzialfunktion ist, die die gleiche Form hat wie die potenzielle Energie eines
klassischen Teilchens am Ort x,

e dass jedoch fiir dieses Problem Eii, und E, sinnlose Begriffe sind.

I11.3 Wie sieht eine korrekte physikalische Losung aus?

Die zuSG muss mit den Randbedingungen gelost werden. Die zuSG hat beliebig viele Losungen.
Die meisten davon sind unphysikalische Losungen, nur abzéhlbar unendlich viele Losungen sind
physikalische Losungen. An physikalische Losungen miissen folgende Forderungen gestellt werden:

1. y(x,t) muss quadratintegrabel sein, d.h. /y(x,t)? muss {iber den betrachteten Raumbereich (den
Potenzialkasten) integriert werden konnen und endliches Ergebnis liefern. y(x,t) muss also normiert
werden kénnen. Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo im Potenzialkasten zu finden, muss
schlieBlich 1 sein. Obwohl es wichtige Fille gibt, wo y(x,t) sogar schwach divergiert (und dennoch
quadratintegrabel ist) hitte ich nichts dagegen, wenn diese Forderung fiir die Schule vereinfacht
wiirde zur Forderung, dass y(x,t) iiberall endlich sein sollte.

Fiir Probleme mit endlicher Potenzialfunktion miissen weitere Forderungen (Randbedingungen)
gestellt werden:

2. y(x,t) muss iiberall stetig und diff'bar sein.

3. y'(x,t) muss iiberall stetig und endlich sein.



Diese Zusatzforderungen ergeben sich aus der Erhaltung des Wahrscheinlichkeitsstroms. Sie wer-
den beim Potenzialkasten mit unendlichen Wanden ersetzt durch

2. y(x) = 0 an den Winden, d.h., kein Teilchen kann an den Réndern des Potenzialkastens gefunden
werden.

y*“(x) ist dann durch die zuSG und den Potenzialverlauf bestimmt und konnte unstetig sein.

Physikalische Losungen sind also solche Losungen der zuSG,
e die iiberall endlich (quadratintegrabel) sind und
e die Randbedingungen erfiillen.

Beides zusammen ldsst sich — merkwiirdigerweise — nur fiir bestimmte Werte E, eben die
Eigenwerte der zuSG bzw. die Eigenwerte des Energicoperators erreichen. Das ist der einzige
(formale) Grund fiir die Existenz diskreter Energien, nicht etwa irgendwelcher Besonderheiten des
Potenzials wie bei angeblichen klassischen Analogien zur Existenz diskreter Energien. Zugrunde
liegt eines der durch Erfahrung gestiitzten Axiome der Quantenphysik, dass ndmlich als Messwerte
nur die Eigenwerte der jeweiligen Observable (hier des Energieoperators) auftreten konnen.

I11.4 Die Mathematik dieser Gleichung und ihrer Losungen zu verstehen ist relativ einfach.

Hier helfen
e [osungsansitze, die in schulischen Fillen leicht iiberpriifbar sind,

e PC-Programme, in die nur mehr Testwerte fiir E eingegeben werden miissen, und die dann eine
physikalische Losung liefern (wenn E einem Eigenwert von H entspricht) oder eine
unphysikalische, wenn der Testwert fiir E keinem Eigenwert entspricht. Dann werden auch die
Randbedingungen nicht erfiillt.

Ich erinnere mich allerdings noch, welche Schwierigkeiten wir Studenten damals in der Quantenme-
chanik-Vorlesung hatten, zu akzeptieren, dass die iibrigen Losungen der SG so gar keine Bedeutung
haben sollten, obwohl die Mathematik sie doch auch liefert. (Sie erfiillen nicht die Randbedingun-
gen oder sind nicht quadratintegrabel.) Schiiler haben diese Schwierigkeiten offenbar nicht oder sie
konnen leicht iiberwunden werden.

I1L.5 Losungsverfahren fiir die Schule:

Konkret fiir das Beispiel ,,1 Teilchen im eindimensionalen Potenzialkasten mit unendlich hohen
Winden®. Die Potenzialfunktion V(x) ist hier im Inneren iiberall 0. Weil sie am Rand des Kastens
iber alle Grenzen wichst, kann dort sicher kein Teilchen gefunden werden. y(x = 0) = y(x = 2d) =
0.

Die zuSG lautet hier
ve(x,t) = - K E y(x,t) fur 0<x<2d, **)

wenn 2d die Breite des Potenzialkastens ist. Die zuSG hat hier also identische Form wie fiir ein
freies Teilchen, aber sie muss fiir andere Randbedingungen erfiillt werden, und das bringt die
wesentlichen Abweichungen zur Losung flir freie Teilchen. (Identische Gleichungen kénnen
offenbar — anders als der Lehrplan behauptet - ganz verschiedene Losungen haben). Von jetzt ab
wird nur noch mathematisch argumentiert.



II1.5.1 Methode 1a:

Was weill man von vornherein fiir die stationdren Losungen dieser
SG:

1. Thr Ortsanteil muss an den Rdndern verschwinden: y(x = 0) =y
2.4 (x=2d)=0.

0
\/ 2. Er muss quadratintegrabel sein, sagen wir: iiberall endlich sein.

3. Es ist kein Grund erkennbar, weshalb er komplexwertig sein
sollten. (Die zeitabhingige Wellenfunktion y(x,t) selbst ist in der
Regel komplexwertig).

0 2d
\-/ Damit kann man die Form des Ortsanteils solcher reeller Losungen
schon qualitativ erraten:

Abb. 2 Mogliche Losungen der
Wellenfunktionen fiir stationdre  ©Man kann so etwas wie in der Zeichnung (Abb. 2) mit Nullstellen
Zustinde lassen sich erraten und Extrema vermuten, vielleicht Sinusse und Cosinusse oder
Polynomfunktionen. Tatsdchlich hat die zuSG in diesem Fall die Form einer Schwingungs-DGL mit
den bekannten Losungen. Aber diese Kenntnis braucht man gar nicht zu verwenden. Fraglich sind
vor allem die zugehorigen Energieeigenwerte E.

Es liegen die Losungsansitze nahe, die die Zahl der Nullstellen richtig beschreiben (Polynoman-
sdtze bieten sich auch an). Probieren wir:

y(x) = A sin(k.x)
Dann folgt y'(x) = k.A.cos(k.x) und
ve(x) = - KAssin(k.x) =- K% y(x) %)

Der Vergleich mit der zuSG **) liefert k> = 2m/h* E und der Ansatz ist bestitigt (ein Schritt, mit
dem ich als Student meine Schwierigkeiten hatte. Ich konnte nicht recht glauben, dass man fiir eine
komplexe Gleichung, wie die zuSG, durch einen Ansatz mehr als eine spezielle Losung erhalten
kann. Die Theorie der linearen DGL mit konstanten Koeffizienten lehrte aber genau das).

E bzw. k sind nach wie vor unbekannt. Jetzt hilft aber die Ortsabhédngigkeit weiter. Die erste Null-
stelle des sin ist bei k.2.d = &, allgemein ist die letzte Nullstelle bei k.2.d = n.w (n € N). Also kennt
man fiir die verschiedenen Zustédnde k und damit E:

k=n.m/2.d (neN) und
E= b2mk?’= h’2m (n.n/2.d)* = h’n?/8d’m n’? =h?*(32d’m) n> (neN)
Selbstverstidndlich wissen Sie, wie die Losungen jetzt diskutiert werden miissen:

E.=E; n*(n ¢ N) und Sie wiirden das quadratische Wachstum der Energie und die Existenz einer
Grundzustandsenergie E, erarbeiten. Die Abweichung der Grundzustandsenergie von 0 wird durch
die Heisenbergsche Un-be-stimmtheits-Relation begriindet.

II1.5.2 Methode 1b (Einpassung halber Wellenléingen):

Es wird meistens ein alternativer Losungsweg vorgeschlagen, indem eine deBroglie-Wellenléinge
ins Spiel gebracht wird. Es wird gesagt, dass die Losungen im wesentlichen freie Teilchen beschrei-
ben sollen, fiir deren Impuls gilt p = h/A.

A erhalte man durch Einpassen von halben Wellenldngen in die Lidnge des Kastenpotenzials, also
M2=2.dmn(n=1,2,3,..)Damit hat man dann sofort Impuls und die Energie:

p=h/4dnund E=p*2m=h*32d’mn*> (n=1, 2, 3, ... ) wie oben. Das erscheint sehr suggestiv
und einfach.



Es wird auch noch diskutiert, dass die Abweichung von freien Teilchen ja nicht so schlimm sei, da
ja auch die Teilchen mit dem Impuls -p der angeblich reflektierten Teilchen, zur gleichen Energie
fiihren.

Eine solche Diskussion entbehrt jeder Grundlage, da es in solchen Zustéinden keine bewegten Teil-
chen mit einem be-stimmten Impuls gibt. Genauso wenig wie es in solchen Zustinden eine
kinetische Energie als Eigenschaft des Systems gibt, genauso wenig gibt es eine Bewegung oder
einen Impuls(-Betrag) als Eigenschaft des Systems in solchen Zustinden (E und p sind nicht
gleichzeitig messbar).

Man kann allerdings das Impulsspektrum fiir die gefundenen Zustidnde berechnen. Dazu ist durch
Fouriertransformation die Wellenfunktion in den Impulsraum (y(p)) umzurechnen. Sie kdnnen in
beliebigen Tabellen der FT nachschauen und finden dort fiir endlich viele Sinusse einen sehr kom-
plizierten Ausdruck fiir die Impulsabhédngigkeit der Transformierten y(p), der ein breites Impuls-
spektrum mit — in der Regel - Schwerpunkten bei den vermuteten deBroglie-Wellenldngen — h/A
und + h/A verrét. Ich zeige Thnen die Rechnungen von Prof. Wiesner und Mitarbeitern (Abb. 3).

TRFUlEEpeRETam (h=b]

Tnpul Te=T00F

100

Abb. 3 Grundzustand n = 1: Die zu
der Wellenlédnge A = 4d gehorigen de-
Broglie-Impulse + h/A sind eingetra-
gen.

Angeregter Zustand n = 5: Die zu
der Wellenldnge A = 4d/5 gehdrigen
deBroglie-Impulse + h/A sind einge-
tragen.

Angeregter Zustand n = 100: Die zu
der Wellenldnge A = 4d/100 gehori-
gen deBroglie-Impulse = h/A sind ein-
getragen.

(nach Wiesner und Berger)

Das heif3t, die Argumentation kann so eigentlich nicht korrekt sein. Ich glaube, man kann allerdings
verstehen, warum sie trotzdem zum richtigen Ergebnis fiihrt: Die Losung fiir den einzelnen
Potenzialtopf im Ortsraum muss identisch sein mit der Losung eines anderen Problems, ndmlich,
wenn man beliebig viele identische Potenzialtopfe nebeneinander setzt (Kronig-Penning-Modell).

Wpot /,

4a 6a 8a

Ort x

Abb. 4 Fortgesetzte unabhdngige Potentialkdsten ohne Einfluss auf das Verhalten der Wellenfunktion in einem von
ihnen (sie sollten auch nach links fortgesetzt werden).

Wegen der unendlich hohen Winde konnen sie sich nicht gegenseitig beeinflussen. Es gilt jetzt fiir
sie die Translationsinvarianz im Raum bzgl. 2a und deswegen muss es diskrete Impulse geben
(Symmetrien wie die Translationsinvarianz fithren immer zu Erhaltungsgréfen, wie hier dem
Impuls: Noether-Theorem.). Die FT liefert fiir dieses Problem mit unbegrenzt vielen Sinussen dann
auch tatsédchlich ein diskretes Impulsspektrum mit den Impulsen — h/A und + h/A (was nicht auf das
originale Problem iibertragen werden kann), und macht den Losungsansatz korrekt. So kann man



begriinden, weshalb die Methode ,,Einpassen von halben Wellenldngen* doch trotz aller Bedenken
zum richtigen Ergebnis fiihrt. Da man diese Begriindung in der Schule in der Regel vermeiden
muss, wiirde ich trotzdem die Methode 1a bevorzugen.

Diskussion der Losung:

In einem Schulbuch der 70-er Jahre ist einmal von einem namhaften Verfasser die Frage aufgewor
fen worden, wie denn die Teilchen, die sich ja nie an den Nullstellen von y ,,authalten* diirfen, tiber
die Nullstellen hinwegkommen, wenn sie im Kasten hin- und herlaufen.

Wie wiirden Sie diese Frage beantworten, wenn ein Referendar oder Schiiler Sie danach
fragen wiirde?

Nun, wo sich ein Teilchen ,,aufhélt”, wenn sein Ort nicht gemessen wird, ist eine Frage aus dem
Reich der Spekulationen. Die Physik kann dazu nichts sagen. Deswegen wiirde ich auch den Begriff
der ,,Aufenthaltswahrscheinlichkeit* vermeiden, weil ich ja damit den Schiilern suggerieren wiirde,
dass das Teilchen sich schon irgendwo aufhélt, nur weil3 ich nicht wo, oder gar, dass sich das
Teilchen an verschiedenen Orten gleichzeitig mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten aufhalt.
Man spricht von ,,Nachweiswahrscheinlichkeit™; nur zu einer solchen kann die Physik Aussagen
machen.

Zur Frage:

e Sie ist falsch gestellt. Denn die Wahrscheinlichkeit fiir den Nachweis
eines Teilchens an einem be-stimmten Ort ist immer 0. Umgekehrt gibt es
kein endliches Ortsintervall Ax, in dem das Betragsquadrat der
Wellenfunktion ganz verschwindet. Der Kern der Antwort ist aber ' !
Folgender:

e Das Teilchen ,kommt nicht* iiber die Nullstellen hinweg. Es hat keinen Abb. 5 ,, Schiefen
Ort (wenn er nicht gemessen ist). Es bewegt sich in solchen Zustinden
nicht hin- und her. Das einzige, was die Physik sagen kann, das aber mit extremer Sicherheit, ist,
dass es mit der und der Wahrscheinlichkeit in einem gewissen Intervall Ax um eine Stelle x
herum nachgewiesen werden kann, wenn man eine solche Ortsmessung tatsdchlich vornehmen
wiirde.

II1.5.3 Methode 2: Tabellenkalkulation

Die zuSG (eine gewdhnliche DGL) wird numerisch mit Tabellenkalkulation durch ,,Schiefen*
gelost. Man schielt also wieder auf die Ahnlichkeit mit der Gleichung einer harmonischen
Schwingung.

Fir E (E — V: ,,Federkonstante) wird ein Testwert gewéhlt. Von einem Rand x = 0 ausgehend wird
ein beliebiger Ansatz fiir y'(0) gemacht, sozusagen fiir den Abschusswinkel.

Y(0) =0 - und mit der zuSG: y*“(0) = 0 - liegt ohnehin fest. Mittels
y'(Ax) = y'(0) + y*(0).Ax und
y(Ax) = y(0) +y'(0).Ax
erhalten Sie die entsprechenden Werte fiir das nichste Intervall. Allgemein kommt man mit

V'(x+AX) = y'(x) + y(x).Ax und
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—m Wahl von Ax, b und
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X = 0
y(0)=0
y'(0)=b
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Y"(x1) = K[ V(x1) - E Jw(xy)
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X =X+ Ax

Y

V() =y(xy) + v (xo)Ax

Y

Y(x) = y(xy) +y'(x)-Ax + 1/2'w"(x1)-(M)2

\

Néchster Schritt X =X

Y(xHAX) = y(x) + y'(x).Ax
zur nichsten Ortskoordinate. Wie bei der Me-
thode der kleinen Schritte wird das Verfahren
etwas genauer, wenn man den quadratischen
Term (rot) noch mitnimmt, wie im Flussdia-
gramm (Abb. 6): eine Konvergenzbeschleuni-
gung, die etwa dem Halbschrittverfahren ent-
spricht.

Schliellich wird x = 2.d erreicht. Jetzt ent-
scheidet es sich, ob der richtige Wert fiir E
gewidhlt wurde. Wenn ja, ist y(2d) = 0. An-
dernfalls muss E verdndert werden. Das wird
wiederholt bis y(2d) = 0. Der ,,Abschusswin-
kel y'(0) spielt fiir E keinerlei Rolle. Durch
Normierung wird er ohnehin korrigiert. Fiir
das Problem des Potenzialkastens mit
unendlichen Winden lohnt sich der Aufwand
nicht. Das Verfahren kann aber leicht fiir
andere Potenzialformen erweitert werden incl.
fiir die Radialanteil des Wasserstoffatoms oder
Beispiele zum Tunneleffekt.

IV.5.4 Eine Bemerkung zur Tabellenkalku-
lation

E wird so lange verandert, bis w(2.d) =0

Abb. 6 Flussdiagramm zur Losung der zuSG fiir einen eindi-

mensionalen Potenzialkasten mittels Tabellenkalkulation

Wenn man hier eine Tabellenkalkulation erst
einfilhren wiirde, scheint mir der Aufwand

zum Zweck der Physik zu hoch. Wenn aber die Schiiler den Umgang mit der Tabellenkalkulation
bereits kennen, ergeben sich neue physikalische Erkenntnisse:
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a) Es handelt sich um ein Eigenwertproblem. Der
Kernpunkt ist nicht die Uberlagerung von gegenliu-
figen Wellen zu stehenden Wellen. Das ist ein héu-
figer, wenn auch nicht unbedingt notwendiger Me-
chanismus. Bei den zwei Eigenschwingungen zwei-
er Massen kidme auch niemand auf die Idee, sie
durch stehende Wellen zu erkldren.

b) Die Tabellenkalkulation zeigt (wie andere Lo-
sungsverfahren auch), wie y iiber die Lange des Po-
tenzialkastens entsteht, ohne dass dafiir irgendwel-
che ,,Mechanismen‘ bemiiht werden (wie etwa die
Uberlagerung gegenliufiger Wellen zu stehenden).
Es wird klarer, dass kein Zusammenhang zwischen

Abb. 7 Per Tabellenkalkulation berechnete Wellenfunkti- Wellen und einer vermeintlichen Teilchenbewe-

on

gung benutzt wird. (,,Interferenz von Moglichkei-
ten* und nicht von ,,etwas®)

II1.5.7 Methode 3: Einsatz fertiger PC-Programme

Ich mochte Kiiblbecks ,,Schrodingers Schlange® und ein dhnliches Programm von Bader erwédhnen



(SCHRTOPF). Dabei wird — im Prinzip dhnlich wie bei der Tabellenkalkulation ein Testwert fiir E
so angepasst, dass die Wellenfunktion tiberall endlich bleibt. Weil dies nicht numerisch, sondern
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gering sein.

Ich zeige eine noch nicht ganz ferti-
ge Anpassung fiir einen endlich tie-
fen Potenzialtopf. Die Energie wird
gegeniiber dem Toptboden nur ge-
ringfligig angehoben (1. angeregter
Zustand).

Auch mit einer Tabellenkalkulation
lassen sich fiir den endlich tiefen
Potenzialtopf Energieeigenwerte
finden, wenn die Suche auch etwas
langwierig sein kann. Man geht
dann vom Zentrum einer symme-
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Abb. 8 Noch nicht ganz gelungene Anpassung des Energieeigenwert.

Gemeint ist hier wohl eine Energie E = - 9,43110 eV
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Abb. 9 Ergebnis einer Tabellenkalkulation: V = 10 Abb. 10 Ergebnis einer Tabellenkalkulation: V =10V =
aufierhalb von 1 < x < 4, E = 0,75287. Zwischen x = 1 10 auferhalb von 1 <x <4, E =2,94157. Zwischen x = 1
und x = 2,5 miissten die Kurven symmetrisch fortgesetzt und x = 2,5 miissten die Kurven symmetrisch fortgesetzt
werden. Man startet mit vorgegebenen Werten fiir w und werden. Man startet mit vorgegebenen Werten fiir w = 0

w' =0 im Zentrum bei x = 2,5

IV.5.8 Diskussion

und y' im Zentrum bei x = 2,5

Die Schiiler lernen auf jeden Fall etwas iiber die grundsitzliche Losung von Eigenwert-Gleichungen
mit ihren Randbedingungen. Sie machen sich bewusst, wie scharf die Energiecigenwerte sein
miissen, um physikalische Losungen der SG zu liefern. Bereits geringfiigig vom gefundenen E-Wert
abweichende Energien konnen nicht zu physikalischen Losungen fiihren.

e Die Physik lasst keine anderen Werte fiir E zu.

e Anders als bei klassischen Analoga zu diskreten Energiestufen (Eigenschwingungen stellen



m.E. die engste Analogie dar) gibt es hier nur ,alles
Pei punkisymm. ur Mite oder nichts*: Entweder eine der erlaubten Energien

Psi punktsyram. zur Mittellinie

Wpot = 4 eV oder gar keine.

-~ "= "4 |e Klassische Eigenschwingungen zeichnen auch be-
stimmte Eigenfrequenzen aus, aber das System kann
auch in benachbarten Frequenzen schwingen, wenn
auch nur mit kleiner Amplitude.

e Die diskreten Energien haben nichts mit besonderen
ADbb. 11 Bildschirmausschnitt von Baders Formen der Potenzialkurve zu tun, die etwa mehrere
f{ogmmm SSHR; OI;ZFEXE};{@V M{é’trden :ie Minima aufweisen wiirde. Eine solche wiirde in der
Lo uonatih et Vi bk Kasischen Physik 7u mebreren stabilen Lagen fl-
Energie. ren. Abweichende Positionen sind dann immer noch
moglich, aber eben nicht stabil. Vielmehr sind die dis-

kreten Energien eine Folge der speziellen Fragestellung (stationdre Zustinde) und der
Randbedingungen. Dahinter steckt das Messpostulat der Quantenphysik, dass ndmlich nur

Eigenwerte einer Messgrof3e (einer Observablen) als Messwerte fiir sie auftreten konnen.

e Uns Lehrer wundert die Schirfe der Eigenwerte wohl nicht mehr. Fiir einen Schiiler miisste sie
»starker Tobak* sein. Fiir ihn muss es geradezu ein Wunder sein, dass in der SG, die fiir ihn mehr
oder weniger vom Himmel gefallen ist, nicht nur diese erlaubten E-Werte enthalten sind, sondern
auch noch die Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten aller moglichen Messwerte, und das — im
Falle der Energieeigenwerte — auf eine solche ,,mysteridose” Weise! (Und auBerdem noch viele
andere Losungen, die offenbar keinerlei Bedeutung haben). Man kann ihn nur trésten: Bisher
wurden noch keine (erkldrbaren) Abweichungen zwischen den physikalischen Losungen der SG
und Beobachtungen gefunden. Die Erfahrung lehrt auch, dass die iibrigen nur mathematischen
Losungen (die z.B. die Randbedingungen nicht erfiillen) keinerlei Bedeutung fiir die Physik
haben.

II1.5.8 Eigenwerte in der Realitit?

In Realitdt sind die Energiewerte in der Regel natiirlich nicht so scharf, weil ja jedes System an die
Umwelt angekoppelt ist, meist an das Strahlungsfeld. Man muss dann sagen, dass die SG nur eine
Néherung darstellt, die diese Ankopplung vernachldssigt. In nullter Naherung kann die Ankopplung
an die Umgebung durch die HUR beriicksichtigt werden: Wenn es Mechanismen gibt, die eine
Verkiirzung der Lebensdauer eines Energieniveaus auf die Zeit At bewirken (indem z.B. ein
angeregtes System zur Energieabgabe veranlasst wird), dann miissen Energiemessungen streuende
Werte liefern in einem Bereich AE um den Mittelwert <E>, wobei AE prop. 1/At. Wieder muss man
eigentlich staunen, dass die Quantenmechanik fiir einen so komplizierten Vorgang doch wieder
durch ein so pauschales und allgemein giiltiges Instrument wie die HUR die Realitédt richtig
beschreiben kann. In der Hohlraum-Quantenelektrodynamik (CQED) werden Félle betrachtet, wo
ein angeregtes Atom nur schwer seine Energie verlieren kann, weil der Hohlraum wegen seiner
Abmessungen das Photon nicht aufnehmen kann. Dann ist der angeregte Zustand sehr langlebig
(Falle bis 30 s sind bekannt) und die zugehorige Energie sehr scharf (,,Uhreniibergang® mit extrem
geringer Frequenzunschirfe).

I11.5.9 Ausblick: H-Atom

Im Fall der Losung der Radialgleichung fiir das H-Atom (fiir die Pseudowellenfunktion ¢ = r.y(r))
bietet sich auch dieses Verfahren (Einsatz fertiger Programme) neben einer Tabellenkalkulation an.
In der verwendeten Tabelle braucht nur noch die gednderte Potenzialfunktion eingesetzt werden.
Der Rest geschieht automatisch und liefert z.B. die Graphik der Abb. 12. Schwierig scheint mit hier
zu sein, dass nur die Radialgleichung fiir den transformierten Radialanteil der (,,Pseudo-) Wellen



funktion ¢ = W.r einfach ist (nach der Transformation des 3-dimensionalen Problems in ein 1-di-

H-Atom nach Schrédinger mensionales. M.E. iiber-

oz schreitet man den Rahmen ei-
~ ome { \\ nes sinnvollen Unterrichts,
= oo - - wenn man diese Transforma-
L Jpres }? ‘-\ tion der DGL im Unterricht
& oo i AN . .
o001 vollziehen wiirde.)
0,002 h—]
0,000 : .
000 005 040 045 020 0% 030 035 040 045 050 0S5 060 0BS5S 070 075 0801 085 080 085 100 Wenn man cin fert]ges
r in nm Programm wie ,,Schrodingers
Abb. 12 Losung der Radialgleichung fiir das H-Atom im Grundzustand durch eine Schlange* verwendet, konnte
Tabellenkalkulation ermittelt. ¥ = ¢/r geniigt einer Exponentialfunktion. man diese  Schwierigkeit

leichter unter den Teppich kehren. Ich pladiere aber doch lieber dafiir, diese Untersuchung im
Schulunterricht ganz wegzulassen und bestenfalls die fertigen Wellenfunktion des Programms
SCHROED.EXE der Uni Wiirzburg diskutieren zu lassen, ein Programm, das ja die vielféltigsten
Darstellungsweisen der rdumlichen Wellenfunktionen bietet (Abb. 13, 14).

\I' Schrdinger -> Protan - Elektron - [12*R[n.[]"2: " 2*Radialfunktion”2]
atei

' Schradinger -> Proton - Elektron - [Punktdichtedarstellung von IPsil"2]
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Abb. 13 Radialanteil der Pseudowellenfunktion fiir den 2p- Abb. 14 Entsprechende Punktedichte fiir den 2p- Zustand
Zustand beim H-Atom. Das ist einer der Zustinde, bei dem pejm H-Atom fiir Nachweisorte. Der Bohrsche Radius ist
der Bohrsche Radius (rote Linie) noch irgendeine hier eingetragen.

Bedeutung hat. Beide Abbildungen nach Bildschirmfotos

von SCHROED.EXE der Uni Wiirzburg.

I11.5.10 Hin- und herlaufende Teilchen?

Es gibt natiirlich auch Zusténde, die eher einem hin
und herlaufenden Teilchen entsprechen. Eine
vollstindige Entsprechung ist ja nicht moglich, weil /X
ein Quantenteilchen eben nicht gleichzeitig E und Eii, WJ"\))

haben kann, weil die Welle nicht das Teilchen be- \/<J

schreibt, sondern ausschlieBlich Wahrscheinlichkei- @%W

ten flir den Ausgang von Messungen an ihm. Fiir sol- m

che Zustidnde braucht man die zeitabhdngige SG. M’%W
L MMW"

1. Nach der zeitabhdngigen SG erhdlt man sie durch

Uberlagerung von stationdren Zustinden mittels der — Tepicturebookof quatum physics

Exponentialfaktoren e " . Sie sind dann i.A. kom- Abb. 15 Wellenpakete fiir ein hin- und herpendelndes
plexwertig. Nur ihr Betragsquadrat ldsst sich als reelle Zeilchen im Potenzialkasten. Man erkennt das

Zahl darstellen. Das Ergebnis einer Rechnung von Zeéfliefen.

Brandt und Dahmen zeigt Abb. 15 (Ein Programm

von Bader zeigt Entsprechendes):

Wl



Grob erkennt man sehr wohl ein Hin- und Herpendeln, aber die Verteilung wird immer breiter, sie
lauft auseinander.

2. In der klassischen Schrodinger-Theorie (1926) hatte man ein solches zunichst halbwegs lokali-
siertes Wellenpaket als Reprisentant eines Teilchens angesehen (,,verschmiertes Teilchen* , /y/?
als ,,Teilchendichte* oder ,,Ladungsdichte* einer angeblichen ,Ladungswolke®). Aber: Was zu-
ndchst wie ein halbwegs lokalisiertes Wellenpaket aussah, bleibt nicht lokalisiert und verliert damit
seine Eignung zur Beschreibung von Teilchen:

Wellen (Wellenfunktionen) taugen nicht zur Beschreibung von Teilchen, sondern nur zur Vorher-
sage von Wahrscheinlichkeiten fiir Messergebnisse an Teilchen.

Das Betragsquadrat der Wellenfunktion gibt keine Teilchendichte (,,Ladungsdichte®, ,,Elektronen-
dichte*) wieder, sondern ausschlieBlich die Nachweiswahrscheinlichkeit in einem Intervall der Brei-
te Ax: /y(x)/* AX.

Diese Erscheinung war einer der Griinde, weshalb die Vermutung der iiberholten klassischen Schro-

dinger-Theorie - ,, Teilchen = Wellenpaket* - aufgegeben werden musste:

Ein Teilchen (z.B. ein Elektron) wird seit Etablierung der Quantenmechanik in den 30-er
Jahren unter keinen Umstinden mehr als Welle oder Wellenpaket angesehen.

Gegen diese Fehlinterpretation sprach auch die Tatsache, dass man zwischen den Teilen der ver-
meintlichen ,,Ladungswolke® Kkeinerlei elektrostatische Wechselwirkung zu beobachten war.
Dass es solche ,,Ladungswolken* (im wortlichen Sinn) im Anschauungsraum nicht gegeben kann,
sicht man auch daran, dass fiir zwei Teilchen das Wellenpaket schon in einem 6-dimensionalen
Raum operieren wiirde.

Ein Quantenteilchen ist aber natiirlich auch kein klassisches Teilchen.

Das Wellenpaket beschreibt nicht das Teilchen, sondern nur Wahrscheinlichkeiten fiir
Messwerte an den Teilchen.

In einem fritheren Lehrplan hie3 es ,,Das Elektron im Atom als stehende Welle“. Eine solche For-
mulierung ist seit den 30-er Jahren des letzten Jahrhunderts nicht mehr im Einklang mit der Quan
tenphysik.

IV Methodisches

Ich habe einige Schiileraktiverenden Methoden bereitgestellt, mit denen Schiiler die relevanten In-
halte weitgehend selbststindig erarbeiten konnen. Ich mochte hier nur erwihnen:

IV.1 Experten-Team-Verfahren

Jedes Team besteht aus 2 Schiilern, die sich mit getrennten, aber aufeinander abgestimmten Texten jeweils einen Schritt
der Argumentation erarbeiten und sich so zu ,,Experten machen. AnschlieBend instruiert jeder der ,,Experten” seinen
Partner iiber die neuen Erkenntnisse.

Beispiel:

1 Die Partner informieren sich {iber Grundlagen des Problems: vom Farbstoff-Molekiil zum klassischen Potenzialkasten
1A Partner A wird zum Experten: Klassisches Modell lang gestreckter Molekiilketten

1B Partner B wird zum Experten: Was sagt die Quantenphysik zu klassischen Modellen?

(komplementédre Messgroflen wie E und p, E und E,,; 2 klassisch denkbare Moglichkeiten, zwischen denen
nicht unterschieden wird: also Interferenz)

1A/B Die Experten informieren sich gegenseitig



2A Partner A wird zum Experten: Wir suchen "stationire Zustdnde", d.h. Eigenzustinde der Energie bzw. Zustinde
mit be-stimmter Energie!

2B Partner B wird zum Experten: E und x , E und p, nicht gleichzeitig existent/messbar: Es hat in solchen Zustdnden
keinen Sinn, von einer Bewegung des Teilchens zu sprechen.

2A/B Die Experten informieren sich gegenseitig

3 SL: Stark gefiihrte Erarbeitung der Energiestufen durch Einpassen von halben Wellenldngen

4A Partner A wird zum Experten: Wie kommt es zur Ausbildung stehender Wellen — Heisenberg'sche
Unbestimmtheitsrelation (HUR) halbklassisch plausibel gemacht

4B Partner B wird zum Experten: Was bedeutet es, dass eine von 0 verschiedene Minimalenergie (Grundzustands-
energie) vorhanden ist?

4A/B Die Experten informieren sich gegenseitig

IV.2 Lernen an Stationen

Zwei Partner A und B arbeiten zusammen. Z.B. in Partnerarbeit werden die Aufgaben gelost, wo-
bei Hilfekdrtchen Anstéfe geben konnen und Losungskértchen einen Vergleich bzw. eine Korrektur
ermoglichen.

Station 1_1: Einpassen von Wellenfunktionen

Station 1_2: Interpretation von Ay/* als Wahrscheinlichkeitsdichte

Station 1 _3: Von der Wahrscheinlichkeitsdichte zu Wahrscheinlichkeiten (Integral)
Station 1_4: Losungsansétze fiir y

Station 1_5: Normierung

Station 1_6: Nachweis, dass die Losungsansédtze die zuSG 16sen

Station 1_7: Bedingung fiir physikalische Losungen, benutzt fiir ,,Schrodingers Schlange* von Kiiblbeck

IV.3 Fragebogenmethode

Hier geht es um Interpretationsfragen. Da es schwierig ist, halbwegs logisch und korrekt eine
schwierige Argumentation zu formulieren, werden die Schiiler durch vorgegebenen Antworten un-
terstiitzt, die teils zutreffend, teils unzutreffend sind. Die Schiiler miissen dann Stellung nehmen und
die thnen richtig erscheinende Antwort auswahlen.

Beispiel: Fragebogen zum Problem: ,,Wie kommt ein Teilchen in stationiiren Zustéinden iiber
den Knoten hinweg?“

These

Im linearen Potenzialkasten kommt ein Teilchen nicht
iiber den Knoten hinweg, weil es sich dort nie aufhalten
darf.

Stellungnahme (Ja/Nein, Begriindung)
Nein, denn
1. stationdrer Zustand gewéhlt

2. kein physikalischer Sinn, von einer Bewegung oder ei-
nem Ort eines Teilchens zu sprechen

3. die Wahrscheinlichkeit, an einem bestimmten Ort das
Teilchen zu finden, ist tiberall 0.

Die stationédren Zustdnde entsprechen nicht hin- und her-
laufenden Teilchen; sie enthalten keinerlei Informationen
iiber eine Bewegung der Teilchen. Keine sinnvolle Frage!

Das geht so schnell, dass man das nicht feststellen kann.

Ja, das ist Kernpunkt!

heute gewaltig fortgeschrittene Messtechnik: Dennoch
Nein! Siehe Kernpunkt.



These Stellungnahme (Ja/Nein, Begriindung)

Ein Teilchen in stationidren Zustdnden ist nicht lokalisiert; ' Ja, aber nicht in dem Sinn, dass es zu beiden Seiten des
es ist mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit zu beiden Knotens ,,verschmiert ist oder sich dort gleichzeitig in
Seiten des Knotens zu finden. Teilen aufhilt.

Ein Teilchen hat in solchen Zustdnden mit fester Energie  Ja, das ist der Kernpunkt!
keinen (be-stimmten) Ort. Dieser entsteht erst durch eine

Ortsmessung. Wo das geschieht, ist eine Frage der Statis-

tik gemdB dem Betragsquadrat der Welle.

IV.5 Lernen durch Lehren (Kurzreferate)

Hier werden aufeinander abgestimmte Texte vorgelegt (jeweils 1 Seite), die als Grundlage eines
Kurzreferates (ca. 10 min) gewdhlt werden konnen. Hier sind alle nétigen Informationen, angepasst
an das Schiilerniveau, jeweils zusammengestellt. Falls die Schiiler es gelernt haben, dass auch Refe-
rate ihrer Kurskollegen ernstgenommen werden miissen, entsteht so ein umfassendes Bild des The-
mas. Folgende Referatthemen werden vorgeschlagen:

Absorption und Emission bei bestimmten lang gestreckten Farbstoff-Molekiilen (anwendungsorientierte Hinfithrung
zum Modell des Potenzialkastens)

® Klassische Betrachtung des linearen Potenzialkastens

Grundsitzliche quantenphysikalische Aussagen zum linearen Potenzialkasten (z.B. dass E und E, nicht gleichzeitig
Eigenschaften des Systems sein konnen, dass es bei stationdren Zustinden keine Bewegung gibt)

Energiezustinde des linearen PK

Wellenfunktionen beim LPK

Wellenfunktionen beim LPK — Normierung

Simulationen zum unendlich hohen bzw. endlich hohen PK (basierend auf ,,Schrodingers Schlange* von Kiiblbeck)
Strahlende Ubergénge beim LPK (Auswahlregeln und auch Folgen des Pauli-Prinzips bei Mehrteilchenzustéinden)

Wir machen Quanteneffekte beim LPK plausibel (klassisches Modell stehender Wellen, Grundzustandsenergie von
der HUR gefordert, Plausibelmachen der HUR am LPK)

V Zum Tunnel-Effekt

V.1 ,,Tunneln“ als Folge einer falschen Uberlegung:

Ea W Betrachten wir das an einem Beispiel mit einem Dop-

pot pelpotenzialtopf-Modell, der ein Modell fiir ein zweit-

atomiges Molekiil sein konnte. Die beiden Potenzial-
topfe sind durch einen Potenzialwall der Héhe V ge-
trennt (Abb. 16, 17): Die Brisanz der Problematik er-
gab sich aus einer falschen Uberlegung.

1. Nach klassischer Argumentation kann ein Teilchen
mit einer Energie E <V , wie E, und E, , aus der Mul-
de A nicht in den Potenzialwall II und erst recht nicht
x 1in die Mulde B gelangen, weil es im Bereich II — we-
gen E = Eii, + E,o - negative kinetische Energie haben

Exin

®
rnr r,r
12
A34

Abb. 16 Doppeltopfmodell. Ein klassisches Teil- ~ musste. Wenn ein klassisches Teilchen von A nach B
chen mit Energien wie E, und E, (< V) kann nicht ~ gelangen sollte, miisste es durch den Potenzialwall

von einer Mulde in die andere gelangen. Es miisste | hindurchtunneln* wie durch einen Kanal.
durch den Wall ,, hindurchtunneln “.

Das ist quantenmechanisch eine unzulissige Argu-

mentation. Die zuSG liefert hier stationdre Zustdnde mit bestimmter Gesamtenergie E. Dann sind
Euin und E, keine Eigenschaften des Systems. Auch alle anderen Zustdnde lassen sich aus station&



ren Zustidnden aufbauen. Es gibt also keine Zusténde, die zugleich E, Ei, und E, als Eigenschaften
haben.

Es kann also keine Rede davon sein, dass im Bereich II negative kinetische Energie vorliegen miiss-
te. Es gibt dort weder potenzielle noch kinetische Energie. Das einzige Argument, das das Ein-
dringen von klassischen Teilchen in den Potenzialwall ausschlieBt, ist quantenmechanisch nicht an-
wendbar!

Damit gibt es nichts mehr, was das ,,Tunneln durch den Potenzialwall“ verbieten kdnnte. Weiter
muss man feststellen, dass sich das Teilchen keineswegs ,,durch den Potenzialwall bewegt*. Das
Einzige, was physikalisch ausgesagt werden kann, ist, dass das Teilchen auch in diesem Fall in allen
drei Bereichen I, 11, Il gefunden werden kann.

2. Man kann das Problem noch genauer untersuchen. Auch im Bereich II konnte man ja die kineti-
sche Energie messen. Wegen E = p?/2m l4uft das auf eine Messung des Impulses p (seines Betrags)
hinaus.

Beschrianken wir uns zunichst auf den Potenzialwall (Bereich II). Die kinetische Energie dort soll
durch eine Messung festgestellt werden. Wir wollen mit Hilfe der HUR” hier abschitzen, in wel-
chem Bereich Werte bei Messungen von Ei, zu erwarten sind, nachdem wir das Teilchen im Poten-
zialwall lokalisiert haben. Dann ist der Ort offenbar nur noch un-be-stimmt innerhalb eines Bereichs
Ax. Nach der HUR in der iiblichen Form Ax-Apy > h ergibt sich daraus eine Impuls-un-be-stimmt-
heit Apx > h /Ax. Sie fiihrt, grob abgeschitzt, zu einer Un-be-stimmtheit der kinetischen Energie im
Bereich II:

AExin = Ap«’/2m > h*/(Ax*2m).

Das heifit: Wenn ein Teilchen im Bereich II festgestellt wurde, dann ist erstens seine potenzielle
Energie nur einigermaflen be-stimmt, nehmen wir, an sie sei gréfenordnungsmafig V. Zweitens ist
seine kinetische Energie un-be-stimmt innerhalb der Unschirfe AEi. Es wird durchaus Messwerte
fiir Exin geben, die V und die Gesamtenergie sogar in einigen Fillen iiberschreiten. Welches Argu-
ment wollte dann noch verbieten, dass das Teilchen im Bereich II nachgewiesen wird? In diesem

Fall verhindern nicht einmal klassische energetische Argumente, E | Wpor

dass es dann auch im Bereich III nachgewiesen wird. E)

Hinweise: VIm————-

1. Wir untersuchen die Streuung der Messwerte fiir E genauer durch Ableitung Lo L,
aus Eyi, = p*/2m: AEy, = p/m Ap = \2E/m Ap. Bei einer Breite Ax = a des Po- [
tenzialwalls streuen die Messwerte fiir p in einem Bereich Ap >=1H/Ax . Daraus Ax
ergibt sich AE, >=p/m i/Ax . Auch bei dieser verbesserten Naherung wéchst - X
die Streuung der Messwerte fiir Evi, mit abnehmender Breite des Potenzial- ! 2 R
walls. Abb. 17 Vereinfachtes Modell-Poten-

zial fiir ein zweiatomiges Molekiil:
2. Auch im Bereich I ist die kinetische Energie un-be-stimmt. Nach einer Orts-  ejn falsches Bild fiir das ,, Tunneln !

messung mit der Orts-un-be-stimmtheit Ax = r; erhalten wir fiir die Energie-

un-be-stimmtheit AE, > h%/(r,2 2m). Auch sie kann — bei geniigend kleinem | =3

11 — die Hohe der Potenzialfunktion im Bereich II tiberschreiten und damit Wpot

das klassische Argument hinféllig machen. E; [v

1 il 11
.. B
V.2 Quantatitives zum Tunneleffekt? !
Ax

In einfachen Féllen lassen sich die Wellenfunktionen fur stationdre | fg== N Off x
Zustinde beim Tunneleffekt mit Tabellenkalkulation auch in der Potentialtopf Totential-

wall

Schule behandeln (Methode ,,SchieBen). Fiir die Potenzial- n ;

. . . . . . . - bb. 18 Modell des Doppelpotenzial-
funktion der Abb. 18 ldsst sich mit der geringfiigig gednderten Ta- topfes als Grundlage einer Tabellen-
belle die Losung und die Energie berechnen (Abb. 19, 20): kalkulation
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Abb. 19 Mit einem geeignet gewdhiten E (E = 1,35 <V = T S A T St Ay e
4) trifft der Schuss den rechten Rand des Potenzialtopfes. ’ Ortx ’ ‘

Eine leichte Asymmetrie kommt von der beschrinkten . o oo .
numerischen Genauigkeit des Algorithmus her oder vom ~ Abb- 20 Die purpurne Kurve fiir die Wahrscheinlichkeits-
noch nicht exakt gewdhltem E.. dichte zeigt, dass das Teilchen auch im Potenzialwall ge-

Sfunden werden kann, obwohl die Gesamtenergie E kleiner
als die Hohe der Potenzialschwelle Vist. (E =1,35<V

=4)
V.3 Was sagt der Lehrplan?
Der bayerische Lehrplan schreibt im Zusammenhang E 4 Iwl?
mit dem endlich tiefen Potenzialtopf einen ,,Hinweis
auf den Tunneleffekt vor. Ich kann mir nur denken, 0

dass damit das exponentielle Eindringen in die Potenzi-
alwand gemeint ist, was ich allerdings nicht unter der

Bezeichnung Tunneleffekt kenne. Es gilt aber das glei- / o \
che wie dort: %< 1
In solchen Zustidnden be-stimmter Gesamtenergie ha- B, ?

ben kinetische und potenzielle Energie keinen physika-
lischen Sinn. Wihrend Klassisch ein Eindringen in die Abb. 21 Klassisch wdre in der Potenzialwand eines
Potenzialwand wegen der dort notigen negativen kine- endlich tiefen Potenzialtopfes eine negative kineti-

. . . : sche Energie erforderlich. Das gilt in der Quan-
tlschen‘ Enqrgle verboten ist (Abb. 21), gilt das Argu- tenphysik nicht, weil ein Teilchen nicht gleichzeitig
ment hier nicht.

Gesamtenergie und kinetische Energie als Eigen-
schaften besitzen kann.

= Gleichwohl kann eine kinetische

& "schrisdingers Schlange™ Version 1.0 [Freeware)

%‘.‘_W Ereoskal mes Energie in der Potenzialwand ge-
Erdy & oo oo omwomiy . messen werden. Wenn wir anneh-
' ‘11 b1 men, dass in einem Bereich der

1, | 1 | Breite Ax Teilchen nachgewiesen

| ¢ werden, ergibt sich eine Impuls-Un-
~ | = be-stimmtheit Ap >= h/Ax, was zu
| = einer Un-be-stimmtheit der kineti-

\—\/r 111 schen Energie fiihrt, die die Hohe

m F F F  des Potenzialwalls weit iiberschrei-
ne=swecaddssln | ten kann, besonders, wenn die Ein-
dringtiefe Ax klein ist.

Momentane Energie:

7.73564 ey . . . .
r Es gibt hier keinen Grund, sich zu
S R T o wundern, auBer, wenn man falsch-
23 Coulamb-Potential = E'wert]. usw. anklicken! :x::g ﬂ ::II :x::t? -Sl?eﬁgl‘euls‘ghd;ses 2 2

[ rmoniscres Poens T [ licherweise annimmt, dass die Teil-
[ et enclchs Tiefe it Taptife n 4 [i3 genciie Schaubil wederher. oo | o] Fuioni0 HeleEsi h leich G t . d
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Abb. 22, Exponentielles Eindringen* in den Potenzialwall. Dargestellt ist kinetische Energie als Eigenschaft
der Ortsanteil der Wellenfunktion mit dem Programm ,,Schrédingers besitzen.
Schlange “ von Kiiblbeck.




V Das Kreuz mit den Schrodinger-Gleichungen

Tatsdchlich gibt es ja drei SG, die cum grano salis formal und mathematisch identisch sind, die mit
ihren Losungen aber vollig unterschiedlich zu interpretieren sind und zum Teil als nicht zutreffend
erkannt wurden:

e Die SG der klassischen Schrodinger-Theorie (1926),

e dic SG der nichtrelativistischen Quantenfeldtheorie fiir das Schrodinger-Feld (ca. 1930)
und

e die SG der Quantenmechanik (ca. 1930).

Diese Mehrdeutigkeit ist ein Grund fiir viele Interpretationsschwierigkeiten und irrefiihrenden
Sprechweisen.

Die klassische Schrodinger-Theorie (Teilchen = Wellenpakete) ist seit Jahrzehnten iiberholt.
Gegen sie sprachen schon sehr friih folgende Einwinde:

e Wellenpakete kdnnen keine halbwegs lokalisierten Teilchen représentieren, weil Wellenpakete in
der Regel auseinander flieen.

e Die Wellen breiten sich im hochdimensionalen Konfigurationsraum aus, der nur im Fall eines
Teilchens dreidimensional ist wie der Anschauungsraum.

e Es wird keine Wechselwirkung zwischen Teilen der angeblichen ,,Ladungswolken* beobachtet.

Die SG der nichtrelativistischen Quantenfeldtheorie fiir das Schrodingerfeld arbeitet im 3-di-
mensionalen Raum, der tatsdchlich als Anschauungsraum angesehen werden konnte. Sie kann die
Basis einer korrekten Quantentheorie fiir nichtrelativistische Teilchen sein. Aber die y's sind Ope-
ratoren und es fiihrt ein weiter Weg von ihnen zu den Wahrscheinlichkeiten, ein Weg, der die
Schulmdglichkeiten weit {iberschreitet.

Bestenfalls die SG der Quantenmechanik kann - vereinfacht - Gegenstand der Schulphysik sein.
Bei ihr beschreiben Wellenfunktionen nicht Teilchendichten oder Ladungswolken, sondern aus-
schlieBlich Wahrscheinlichkeiten fiir zukiinftige Messergebnisse. (Und der Lehrer sollte im Ge-
dichtnis behalten: Es handelt sich nicht um Wellen im Anschauungsraum, sondern nur in evtl.
hochdimensionalen Konfigurationsrdumen.)

VI Resiimee

Die Mathematik des eindimensionalen unendlichen Potenzialtopfes ist relativ einfach, die Phy-
sik dazu erfordert aber genauere Kenntnisse dartiber, was man eigentlich dabei macht.

Die ,,zeitunabhidngige SG* entsteht aus der SG durch Abseparieren des Zeitanteils, wenn aus-
schlieBlich stationdre Zustdnde mit einer be-stimmter Gesamtenergie E gesucht werden. Sie stellt
den Ortsanteil der Wellenfunktion dar.

e In Zustdnden be-stimmter Gesamtenergie haben Eii, und E, keinen physikalischen Sinn. Alle
Argumentationen mit ihnen gehoren ins Reich der Fantasie.

e Auch eine ,,.Bewegung® oder ein ,,Aufenthalt* eines Teilchens an einem be-stimmten Ort hat bei
stationdren Zustidnden keinen physikalischen Sinn.

e Kein Argument verbietet den Nachweis eines Teilchens in einem Potenzialwall oder einer end-
lich hohen Potenzialwand.



e Fiir die Schule geeignete Losungsmethoden sind verifizierte Ansdtze, Tabellenkalkulation und
bestimmte fertige PC-Programme, mit denen erlaubte E-Werte gesucht werden. Kriterium dafiir
sind Endlichkeit der Wellenfunktion (Quadratintegrabilitit) und die Randbedingungen.

e Es werden eine Reihe von Unterrichtsmethoden empfohlen wie
Experten-Team-Verfahren, Lernen an Stationen, Methode ,,Sichere
Leine“, Lernen durch Lehren (Kurzreferate) und die Horst Hubel
Fragebogenmethode zu Interpretationsfragen. Zu all diesen Verfahren Y
hat der Autor Unterrichtsmaterialien zur Verfiigung gestellt:

Horst Hiibel, Schiileraktivierende Unterrichtsmaterialien zur Quantenphysik Teil
Grundlagen der Atomphysik, BoD 2008, ISBN-13 978-3-8370-1321-4

Quantenphysik

e Bei aller relativen Einfachheit in der Schule moglicher Formalismen
muss ein Staunen iiber die Machtigkeit der SG mit/trotz ihrer
Losungsvielfalt verbleiben.

Teil 3
Grundlagen der Atomphysik

Diesen (ungefidhren) Wortlaut des Vortrags, gehalten am 3.4.2008 auf der Seminarlehrertagung
Physik an der Akademie fiir Lehrerfortbildung und Personalfiihrung in Dillingen (und Vieles mehr)
konnen Sie von meiner Homepage http://www.forphys.de herunterladen.




